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Einleitung. 



Es sei mir gestattet, kurz diejenigen Punkte hervorzuheben^ in 
welchen sich die folgende Begründung der Theorie der endlichen 
Transformationsgruppen von denjenigen unterscheidet^ welche Herr 
Lie^ der Schopf er dieser neuen Disciplin, ihr unter Mitvnrkung von 
Herrn Engel in dem vor Kurzem erschienenen ersten Abschnitte seiner 
umfangreichen Monographie'^) gegeben hat. Eine^ wie mir scheint, 
wesentliche Vereinfachung erziele ich dadurch^ dass ich nur solche 
Gruppen betrachte, welche die identische Transformation enthalten. 
Dass hierin eine vielleicht ungerechtfertigte Beschrankung nicht liegt, 
beruht auf der schon von Herrn Lie bemerkten Thatsache, dass jede 
endliche Transformationsgruppe durch Einführung geeigneter Parameter 
in eine solche übergeführt werden kann, welche die identische Trans- 
formation enthält Während aber Herr Lie dies mit dem ganzen Apparate 
seinßr Theorie bewiesen hat, habe ich im letzten Paragraphen einen 
directen, nur den ursprüu glichen analytischen Ausdruck der Gruppen- 
eigenschaft benutzenden Beweis dafür gegeben. Ich hätte daher diesen 
Beweis ebenso gut an die Spitze meiner Abhandlung stellen können 
und habe dies nur desshalb nicht gethan, um mit concreteren Be- 
trachtungen beginnen zu können. 

Die Ableitung der grundlegenden Differentialgleichungen ist nun- 
mehr eine directe Folgerung aus der Gruppeneigenschaft; während 
sich dieselben aber bei Herrn Lie zunächst nur als nothwendige Be- 
dingungen ergeben, gelingt es mir dui^ch eine nahe liegende Verall- 
gemeinerung eines Verfahrens, welches ich in einer vor Kurzem ver- 

*) Theorie der Transformationsgrappen. Erster Abschnitt, unter Mitwirkung 
von Dr. Friedrich Engel bearbeitet von Sophus Lie. Leipzig , Teubner 1888. Ich 
werde dieses Werk im Folgenden immer kurz als „Transf.'* citiren. Die in der 
Einleitung erwähnten Theoreme des Herrn Lie werden später noch genau citirt 
werden. 
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öffentlichten Äbhandlimg*) zur Ableitung der Haupteigenschafteu der 
Parametergruppe angewendet habe^ diese Differentialgleichungen zugleich 
als die hinreichenden Bedingungen für die Bestimmung einer Oruppe 
nachzuweisen. Die hierbei verwendeten Recursionsformeln liefern 
gleichzeitig die directe Lösung des Problems, die endlichen Gleichungen 
einer Gruppe aus den infinitesimalen Transformationen ihrer selbst 
sowohl wie ihrer Parametergruppe zu finden. Wenn hierbei etwas 
lange Formeln kaum zu vermeiden waren ^ so wird auf der andern 
Seite der Vortheil erreicht, dass keine besonderen Vorkenntnisse, z. B. 
nicht die Integration der vollständigen Systeme vorausgesetzt wird. 

Indem ferner die bekannten Relationen zwischen den infinitesimalen 
Transformationen einer Gruppe direct als die vollständigen Integrabili- 
tätsbedingungen jener gruudlegenden Differentialgleichungen nach- 
gewiesen werden, sind diese Relationen wiederum mit einem Schlage 
als die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafär erwiesen, 
dass die betreffenden infinitesimalen Transformationen eine Gruppe 
bestimmen. Herr Lie erreicht dies dadurch, dass er von der Schaar 
der von diesen infinitesimalen Transformationen erzeugten eingliedrigen 
Gruppen ausgeht und beweist, dass dieselbe, falls jene Relationen 
bestehen, eine Gruppe bildet Es hat dieser Beweis, weil er auf den 
Ideen beruht, welche bei Erfindung der Theorie leitend gewesen sind, 
sicher eine grosse Bedeutung, aber, von der grösseren Länge abgesehen, 
hat er gegenüber dem von mir gegebenen immerhin den Nachtheil, 
dass er eine gewisse Kenntniss der Zusammensetzung der Gruppen 
anticipirt. 

Es werden zuletzt auch die Gleichungen, welche zwischen den 
charakteristischen Gonstanteu einer Gruppe bestehen, als die voll- 
ständigen Integrabilitätsbedingungen der Differentialgleichungen, denen 
die Componenten ihrer infinitesimalen Transformationen zu genügen 
haben, wenigstens für den Fall nachgewiesen, dass es sich um transi- 
tive Gruppen handelt. An diesen Nachweis knüpft sich zugleich die 
vollständige Integration dieser Differentialgleichungen durch Potenz- 
reihen, deren Glieder nach verhältnissmässig einfachen Gesetzen sich 
aus den charakteristischen Gonstanten aufbauen* Es ist hiermit das 
Problem gelöst, alle endlichen transitiven Gruppen von gegebener 
Zusammensetzung zu bestimmen, und in diesem Punkte dürfte meine 
Abhandlung wesentlich über das bisher über diesea Gegenstand Ver- 
öffentlichte hinausgehen. Die explicite Darstellung einer Transforma- 
tionsgruppe durch ihre charakteristischen Gonstanteu setzt zugleich 
ihre blosse innere Abhängigkeit von diesen in unmittelbare Evidenz. 

*) Schur, Zar Theorie der aus n Uaupteinheiten gebildeten complezen 
Zahlen, Math. Ann. Bd. 33, S. 49 ff. 
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Somit erledigt diese Darstellung zugleich die Frage nach der Aehnlich- 
keit transitiver Gruppen. Handelt es sich um die Parametergruppe, 
so sind diese Formeln von besonderer Einfachheit. Ich habe daher 
die Behandlung dieses Falles vorausgeschickt, zumal die von mir 
gegebene analytische Darstellung der Parametergruppe unmittelbar die 
Zusammensetzung jeder zugehörigen Transformationsgruppe aus ein- 
gliedrigen Gruppen erkennen lässt. Der beliebige Untergruppen be- 
handelnde Paragraph enthält nichts Neues ^ musste aber der Vollstän- 
digkeit halber eingefügt werden. £s mag zuletzt noch bemerkt werden, 
dass für das Yerständniss meiner Abhandlung keinerlei Vorkenntnisse 
aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen oder Trans- 
formationsgruppen erforderlich sind. 

§ 1. 

Zurückfulirang der Gruppeneigenschaft auf die grundlegenden 

Differentialgleichungen. 

Ist in einem Gebiete von n Dimensionen eine Schaar von oo^ 
Transformationen vorgelegt, von denen jede einem Punkte (a?j , arj, .. .,a;«) 
einen Punkt (pc^'y X2, . . *, x^ zuordnet, so ist der allgemeinste ana- 
lytische Ausdruck derselben: 

Von den fa möge zunächst nur so viel bekannt sein, dass sie Potenz- 
reihen der Xa und der Uf, sind, welche in der Nähe der Stelle 

a:, = ajj = •••= iK« = Wi *= ^2 =*••'=* **r = 

convergiren. Beschränken wir uns auf eine gehörige Nähe dieses 
Nullpunktes^ so werden wir es im Folgenden zunächst immer mit 
Potenzreihen derselben Art zu thun haben. 

Unter diesen Transformationen möge nun im Besonderen eine sein, 
welche jedem Punkte ihn selbst zuordnet, die sogenannte identische 
Transformation; wir werden später*) sehen, wie wir uns von dieser 
zunächst als speciell erscheinenden Annahme befreien können. Nehmen 
wir weiter an, dass diese Transformation dem Werthesysteme Uf, = 
der Parameter entspreche, so werden die fa die Form haben: 

(2) fa{X', U) = Xa +2 ¥r du, 3u.--- d ^ ""'^'^^ ' ' ' ^^-^ 

{^1^ ^2> *••**»»= 1, 2, •• -yr} . 

Soll unsre Schaar von Transformationen wirklich von r-facher 
Mächtigkeit sein, so muss es möglich sein, um den Nullpunkt einen 

*) VergL § 7 dieser Abhandlung. 
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solchen endlichen Bereich äbgugrenzen, dass zwei verschiedenen Werthr 
Systemen der Parameter i. Ä. auch Bwei verschiedene Transformationen 
entsprechen. Würden nämlich allen Stellen (ua) eines Theiles des- 
jenigen Gebietes, für welches |t«a| < Sf Stellen (va) entsprechen, für 
welche ebenfalls |t;a| < ', ^ mag so klein sein, wie man will, derart 
dass für alle Xt^ die Gleichungen bestehen: 

(3) fa{X]U)=fa{X',v), 

SO würde für unendlich kleine d hieraus folgen: 

(4) 2i (V, - u,) = 0. 

Es müssten daher die Functionen Zc{^)} welche die Coefficienten der 
Entwickelung der fa{x] ü) nach den Xf, sind, sämmtlich Gleichungen 
von der Form: 

b=l 

genügen, sodass die Functionaldeterminante von je r dieser Functionen 
verschwinden würde. Es lassen sich demnach diese Functionen durch 
r — 1 derselben ausdrücken*), oder unsere Transformationen bilden 
eine Schaar von höchstens (r — l)-facher Mächtigkeit 

Die Gruppeneigenschaft unserer Transformationen spricht sich nun 
in dem Bestehen folgender Gleichungen aus: 

(6) fa{f{x]u)]v) ^ /;(a;;9(w; v)) . 

In Rücksicht auf unsere letzte Bemerkung ergeben sich für die 
Functionen q>a{u;v) sofort folgende Gleichungen: 

(7) t*b = 9b(w; 0) 
und: 

(8) Vb = q)b{0]v), 

Aus (7) folgt, dass die Functionen <pa die folgende Form haben: 

(9) <Pa(ti; V) = Ua +2/ H^ 'dv-dT,—dv-- ^^^^^ • • • ^^-5 

{bi,fc2»- • 'i^m= 1,2, . ..,r) 

♦ 

von den hierdurch neu eingeführten Potenzreihen möge zunächst wieder 
nur bekannt sein, dass sie in gewisser Nabe des Nullpunktes con- 
vergiren. 



*) 8. etwa Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten, 6. Aufl. 
Leipzig, üirzel, 1881, S. 142 u. 143. 
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Aus (8) ei^ebt sich weiter: 

(10, %t~- *...•) 

wo Sah = 1 oder 0, je uachdem a = b oder a^b, und: 

S^9n(0; 0) 

wenn m > 1 . 

Weiterhin folgt, dass auch die Gleichungen: 

(12) Ua' = (Pa{U',v) 

eine Gruppe bestimmen'^*) Nach (6) ist nämlich erstens: 

(13) fa (f (fix-, tt)5 v) ; u;) = fa (/"(a;; ti); ^(t;; u;)) 

und zweitens: 

(14) fa ^f {fix-, u); i;) : ti;) - fa (f{x', 9(145 v)) ; w^ 

= fa (a;;t3p(g>(M; t;);ti^)V 

also, sobald die u, t;, u? innerhalb des oben definirten Bereiches liegen: 

(15) q>a (9(m; v); w) = 9« (w; 9(«^; «^)) 7 

hierbei kann man sowohl die Uq als die zu transformirenden Grössen 
betrachten und die Va als die Parameter der Transformation als auch 
umgekehrt. Die durch die Gleichungen (12) und (13) dargestellte 
Gruppe wollen wir die Farametergruppe der gegebenen Gruppe nennen. 
Entwickeln wir in Gleichung (6) auf beiden Seiten nach Potenzen 
von v^ und vergleichen die Coefficienten , so ergeben sich die folgenden 
nothweudigen und hinreichenden Bedingungen für das Bestehen der 
Grnppeneigenschaft : 

1 a"*/'a(«a:;u);0) 



(16) 



m\ dv^^dv^ '"^^rn 



y 1 d'faix.u) r 1 ^ y- %(«iQ) 1 J'^Vc.^iU^O) 



'*i+*. 



1 «''%(«; 0) n 






^1 + «2 H 1- Sp = Wt J 



•) Vergl. Tranef. Theorem 1 , S. 18. 
••) Vergl. Tranaf. Theorem 71, S. 404. 
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Diese unendlich vielen Bedingungen reduciren sich nun dadurch auf 
eine endliche Anzahl , dass sie für jedes m erfülU sind, sobald sie für 
m =^ 1 befriedigt sind, sobald also: 



(17) 



dfaif j x; t*);0) ^ yy dfgjXju) dq>, (tt; 0) 



Nehmen wir nämlich an, das ßystem (16) sei für ein gewisses m und 
alle kleineren Zahlen erfüllt^ so ergiebt sich durch Differentiation 

desselben nach Mc, Multiplication mit —A — '• — und Summation über c 



dv 



in Rücksicht auf (17): 



^OT-fl 



(18) 



/a"/o(/^(«;*0;o))\ 



^ m! 

6 = 1 



dfd'Ci U) 



dv 



^m+l 






d'^Vc. («iO) dq> 



tk 



^»p' «"l 



^«■■6 



m 



m-fl 



(U;0) 



■^«^b. 



+ 



a" 9^^ (tt; 0) 



yj 1 y/ a(a?;u ) __ fj 



aqPc («5 ö) 






du^ 



dv 



^m+l 



a'^9r. («;o) n 



'«•d 






i7< 



{ 



p=l,2, ...,w; C|,C2,.">Cp-fi==«l,2,...,r; b„b2,...,bp; bp4.i«=l,2,...,jr,p+ll 
^i + ^2 + "*+^P=^5 C=l, 2,...,|}; c = l,2,...,r. J 



Hier dürfte nur zu erörtern sein, warum in der ersten Summe rechts 
der Nenner {p + l)l statt p! gesetzt ist; dem würde in der That so 
sein^ wenn wir nach der Rechenvorschrift dem letzten Factor den 
Index c gegeben hätten. Durch die angewandte Bezeichnung tritt aber 
jedes Glied der Summe {p'\-l)'msL\ so oft auf^ als dies eben nach 
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jener Vorschrift der Fall sein durfte, sodass für ein bestimmtes p 
die betreffenden Glieder der Summe noch durch p-{- 1 zu diridiren sind. 
Aus (18) ergiebt sich {ütUa = in Rücksicht auf die Gleichungen 
(10) und (11): 






^p=l, 2, ..., m; c=l, 2, ..., r; q, C21 ..., U «= 1» '^ .., w}. 

Setzt man hiisrin zunächst f{x\u) für ri;^ so erhält man eine neue 
Form der linken Seite von (18). 

Alle unsre Formeln von (16) ab bleiben offenbar gültig ^ wenn man 
in ihnen /*, ar, t«, v, n durch 9, t*, v, «?, r ersetzt*). Wir wollen von 
ihnen nur diejenigen anmerken, welche (17) und (19) analog sind, 
nämlich die Formeln: 

und: 

a'"9a(«;o) 






/ _f ";^NPf_(0; 0) V 

{p=l, 2, ..., w; c=l, 2, ..., r; c, , Cj, ..., Cm=l, 2, ..., w} . 

Setzt man hierin für m und p: St und g, so erhält man einen 
Ausdruck für die in geschweiften Klammem stehende Orosse in der 
rechten Seite von (18). Substituirt man diesen Ausdruck in (18), so 
liefert der erste Term derselben gerade diejenigen Glieder der Formel (16) 
für m+ 1> welche in der Summe der rechten Seite von (18) hierzu 
noch fehlen; die übrigen Terme liefern auf Grund der Formel (16) 



^ •) Vergl. des Verf. 0. a. Abhandlung, S. 52 u. 53. 
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für m und alle kleineren Zahlen gerade diejenige Summe, welche in 
der aus (19j folgenden neuen Form der linken Seite von (18) neben: 

(m+1)! d%dv^^- ■ ■ dv^^^ 

noch steht. Aus der GuUigkeit der Formel (16) für ein m und alle 
Meineren Zahlern folgt also diese selbe Formel für tn + 1. Die voll- 
standige Ausrechnung glaubten wir hierbei dem Leser überlassen zu 
dürfen. 

Das Bestehen der Gleichungen (17) hat daher die Gleichungen 
(16) für jedes m und somit auch die für die Gruppeneigenschaft 
charakteristischen Gleichungen (6) zur Folge. Dies ist aber nur be- 
wiesen unter Voraussetzung der Gleichungen (20), welche ihrerseits 
natürlich wieder die Gleichungen (15) zur Folge h%ben. Das Problem 
der Bestimmung einer Transformationsgruppe gestaltet sich also 
folgendermassen. Sind gegeben die Functionen: 

\^^) ^^ -= ß'a («*) 5 

9 

(a,b« 1,2, . . .,r)* 

die sogenannten Componenten der infinitesimalen Transformationen der 
Parametergruppe, so erlauben die aus (20) folgenden Recursionsformelu 
(21) die Functionen q>a{u'y v) nach Potenzen der v^ zu entwickeln, also 
die Parametergruppe zu bestimmen. Sind ferner gegeben die Func- 
tionen : 

(23) l^-i!w. (SrJ;|;;;:;r) 

die Componenten der infinitesimalen Transformationen der gesuchten 
Gruppe y so erlauben die aus (17) folgenden Recursionsformelu (19) 
mit Hülfe der nunmehr bekannten 9ft(w; v) die fa(x\ u) nach Potenzen 
der tib zu entwickeln, also die gesuchte Gruppe zu bestimmen. Selbst- 
verständlich bedarf in gegebenem Falle die üonvergenz der betreffen- 
den Reihen einer besonderen Untersuchung*). Wir erhalten also das 
Resultat: 

Satz 1. SoU die Schaar von Transformationen 

eine Gruppe bilden ^ soll also sein 

fa (A^; «); v) = fa{x] <p(t(; V)) , 

*) Vergl. § 4. EiuleituDg uud Anmerkung auf S. 21. 
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so sind hierfür die nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen die, dass die Functionen fa(x] u) und q>a{u'^ v) 
den Differentialgleichungen genügen: 



und: 



(a,b = l,2, ...,r) 



(II) 5S(/-(x;«))-2'-av--c(«) = 0i 

/a = 1, 2, . . ., w\ 
U = l,2,...,r; 

und es ist die Crruppe durch die Functionen l\{x) und 

ö J (m) , welche letzteren den Anfangsbedingungen : o J (0) = l 

oder 0, je nachdem a = 6 oder a^b, genügen, vollständig 
bestimmt,*) 

§2. 
Integrabilitatsbediiigimgen der grundlegenden Differentialgleiehangen. 

Um das System (I) zu integriren setzten wir: 

ZORN f \ I X^ 1 a^9a(«*;o) 

|bi ,62»- • • > bm = 1 > 2, . . .,*•!. 

Wir werden so aas dem Systeme (I) zur Bestimmung der Coefficienten 
dieser Reihe Gleichungen erhalten, weiche , wie wir bewiesen haben, 
den Recursionsformeln (21) äquivalent sind. Die Integrabilitats- 
bedingungen des Systems (I) werden daher ausdrücken müssen , dass 
diese Formeln einander nicht widersprechen ^ dass also die durch Ver- 
tauschung von bm+i ^^^ eis^v^ bm aus (21) entstehende Formel den- 
selben Werth des rechts stehenden (m-|- ly^^ Differentialquotienten 
liefert. Wir erhalten so, wenn wir: 

.9., e a«? (0) g<(0) 



setzen, für m = 1 die Bedingungen: 



*) Vergl. Transf. Theorem 3, p. 33, welches sich freilich mit unserem Satz 
nur theilweise deckt. 
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Es lässt sich nun zeigen ^ dass dies zugleich die vollständigen Inte- 
grabilitatsbedingungen des Systems (I) sind. Differentiiren wir näm- 
lich dasselbe nach Vb, maltipliciren mit fi>^'(t;) und summiren wir über 
by so erhalten wir das System: 



C=l 









welches das System (I) ersetzen kann. Denn bezeichnen wir die linke 
Seite Yon (I) mit qI(u]v)^ so hat das System (28) die Form: 



b=i 

weil die Determinante |a}^'(t;)| nicht identisch verschwindet^ so folgt 

hieraus, dass die qI{u] v) von den Vc unabhängig sind. Da aber der 

Definition der (o^(u) und den Anfangsbedingungen gemäss qI(u] 0) 

für alle Uc verschwindet, so folgt in der That aus dem System (28) 
das System (I). Es war daher auch berechtigt, die Doppelsumme des 
ersten Gliedes von (28) auf Grund von (I) durch eine einfache Summe 
zu ersetzen. 

Aus (28) werden sich nunmehr durch Coefficientenvergleichung 
ebenfalls Gleichungen ergeben, die den Formeln (21) äquivalent sind. 
Hierbei ist aber folgendes zu bemerken. Nehmen wir an, die Formeln 
(21) seien für alle m von 1 bis l widerspruchslos erfüllt, so hat das 
zur Folge, dass im Systeme (I) alle Glieder P^' und niederer Dimension 
in den Vc fortfallen, während in (28) dann nur die Glieder (2 — ly" 
und niederer Dimension verschwinden; umgekehrt wird das Fortfallen 
dieser Glieder das Bestehen der Gleichungen (21) für alle m von 1 bis l 
zur Folge haben. Um aber auszudrücken, dass diese Gleichungen einan- 
der nicht widersprechen, brauchen wir nur die Bedingungen dafür auf- 
zusuchen, dass die Glieder (Z — 1)^^^ und niederer Dimension auch in 
denjenigen Gleichungen fortfallen, die aus (28) entstehen, wenn man 
darin b mit bi vertauscht und das Resultat von (28) subtrahirt. Wir 
erhalten so: 

(29) Z \—dk^.^-' ^c^ (^ (^5 1;)) g-^^ (— ) ^ «^ (9 (ti; V)) J 

-2 \ -liT ""'^ ^""^ ~ ~^-\~' ""'^'A ~^. — ^- 
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Auf Grund von (27) gehen diese Gleichungen über in: 



r _ 



1=1 



Sind demnach die Formeln (21) für alle m von 1 bis l widerspruchs- 
los erfüllt, so folgt hieraus, dass in den Gleichungen (29) alle Glieder 
{(«r |2nd niederer Dimension in den Vt herausfallen , es stehen daher die 
Gleichungen (21) auch für m «= 2 4~ 1^ ^^^ einander nicht im Wider- 
spruch und können dazu dienen, auch die (2 4~ ^Y^^ Differential- 
quotienten zu bestimmen. Es haben also in der That die Gleichungen 
(27) alle aus den Formeln (21) sich ergebenden Integrabilitätsbedingungen 
des Systems (I) zur Folge. 

Genau ebenso ergeben sich als die vollständigen Integrabilitäts- 
bedingungen des Systems (II) die Gleichungen: 

c=l ^ ^ c I c=l 

Es muss aber hier noch einer Beschränkung gedacht werden, der 

die la(^) unterworfen sind, sollen anders die aus (I) und (II) sich 
ergebenden Transformationen wirklich von r Parametern abhängen. 
Es lässt sich nämlich dann leicht die Unmöglichkeit davon einsehen, 

dass zwischen den la(^) Identitäten von der Form: 

r 

(31) ^a,ta{x) = 

(a = 1, 2, . . ., n) 

bestehen. Dies ist ja sicher nicht möglich, falls wir la(^) durch 
ai^(i«) ersetzen, also dem a alle Werthe von 1 bis r geben, weil die 

Determinante |cd^(i«)| nicht identisch verschwindet. Setzen wir daher: 

r 

(32) 2'a,fi>S(t*) = (ya(t4), 

b=l 

so würde, falls wirklich die IdentilSten (31) beständen , aus (II) folgen, 
dass auch: 

(88) 2"^?^ ".<•)-»• 

Aus diesen den Gleichungen (4) ähnlichen Gleichungen würde aber 
wie dort folgen, dass die ^(x; u) von weniger als r Parametern ab- 
hängen. 
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Umgekehrt, wenn dies der Fall, müssen immer Identitäten von 
der Form (31) bestehen. Würden nämlich die durch die Systeme (I) 
und (II) bestimmten Functionen fa{x'y u) von weniger als r Parametern 
abhängen, so würde es unter den a. a. 0. erwähnten Functionen xd"^) 
etwa m < y von einander unabhängige, X\{^)> 3^2 W> • • •» %m(**)> geben, 
sodass nicht alle m-gliedrigen Determinanten der Matrix: 

i^c^jl /1> = 1|2, ...,r\ 
du^ ! \c = 1, 2, . . ., m/ 

identisch verschwinden, wohl aber alle (m -|- l)-gliedrigen Determi- 
nanten der Matrix: 

dx,{u)' /b — 1,2, ..., r \ 

\c =: 1, 2, . . ., m, w + 1/ 



dUf 



wenn Xm+i(t') eine ganz beliebige der übrigen Functionen Xc(m)- Setzen 
wir daher: 

so wird es auch unter diesen Grössen l . r (l ^m) solche geben, dass 
nicht alle 2-gliedrigen Determinanten der Matrix: 



e' 



/c = tti, aj, . . ., öA 
Vb = 1, 2, . . ., aj 



verschwinden, wohl aber alle {l -^ l)'g\iedngeii Determinanten der 
Matrix: 



^ /c = ai, aj, . . ., cu+i\ 
' \B = 1, 2, ..., r / 



Wir werden daher r(r ^ l) solche Grossen d? wählen können, dass 
die Determinante: 



(35) 









nicht verschwindet. Bezeichnen wir dann mit at die ersten Unter- 
determinanten derselben nach den Gliedern der letzten Verticalreihe, 
so ist evident, dass diese die Gleichungen (31) befriedigen. Wissen 
wir also, dass solche Identitäten nicht bestehen können, so sind die 
durch die Systeme (I) und (II) bestimmten Functionen fa(o^] u) wirklich 
von r Parametern abhängig. 

Wir erhalten so den folgenden Satz: 

Satz 2. Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, 
dass die Compinenten der infinitesimalen Transformationen 
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(»J(m) und gj(a;) auf Grund der Systeme (I) und (II) eine 
r-gliedrige Gruppe von Transformationen bestimmen^ sind 
diey dass: 



C = l 

und: 



cv) 2{ '£"' «;■'->- 'T- ^f(')} -2 «:«'...=»■•) 

femer oj = 1 öder 0, je nachdem a == b orfer a ^ i, 
ti«d wo rfie SJ(a:) keine Identitäten von der Form: 



2 

b = l 



(VI) ^'abSSW = 0*') 

(a= 1, 2,. . ., n) 
befriedigen dürfen. 

§3. 

Bestimmung der Gomponenten der - inflnitesimalen Transformatioiien der 

Parametergruppe. 

Wenn wir jetzt dazu übergehen, das System (III) zu integriren, 
so setzen wir natürlich die Üonstanten c^ ^ als gegeben voraus; die- 
selben müssen dann zunächst den Bedingungen genügen: 

Unsern Voraussetzungen gemäss werden wir nun ansetzen müssen: 



00 



(37) (aj («) = *,. b + ^ Jj AI, c.c,...c,„ «c. «c, . . . «c„ , 



m — l 



{ Cj , Cj f • • «j Cm — 1 f J y , • .f r^ 

WO tfa,5=l oder 0, je nachdem a = b oder a ^ b. Hiernach er- 
giebfc sich aus (III) für u = 0: 

(38) 4b = <i.-<b, 

*) Vergl. Transf. Theorem 24, p. 158. 
••) Vergl. Transf. Theorem 8, p. 65. 
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Welche Gleichungen wegen (36) widerspruchslos sind; sie erlauben 
offenbar von der r* Grossen Al^^^ durch die (yt'C^ — l) + r) r Grossen 

-^Mii wo B<bi, und die cS^b» die übrigen auszudrücken. 

Setzen wir nun überhaupt die Reihen (37) in das System (III) 
eiU; so ergeben sich durch CoefBcientenvergleichung folgende Be- 
ziehungen : 

r 



c=l 



c=l 

{|)= 1,2, . . ., m— 1; q, C2, . . ., c,n-i = 2, 3, . . ., w} 
Hiemach ergeben sich z. B. für die drei Differenzen: 

Aff^ bi b, ■•• b^ — ^bj, b ba - hfn } -^b,, b b, ••• b^ — -^b^ b b, b, ••• b^^ ) 

^bt^bbibf'h^ -^b, bi b,-.b,rt 

Ausdrücke durch die c^ ^ und die Coefficienten niederer, Ordnung der 

(ol(u)y welche gestatten durch diese Grössen und einen der in diesen 

Differenzen enthaltenen Coefficienten die beiden andern auszudrücken. 
Es wird aber nun darauf ankommen, die Bedingungen dafür aufzu- 
stellen, dass jene drei Ausdrücke nicht mit einander im Widerspruche 
stehen y d. h. dass auch die Summe der rechten Seiten derselben ver- 
schwindet. 

Für I» =3 2 sind diese Bedingungen leicht zu finden; dann geht 
nämlich (39) über in: 

r 

(40) -4S,bib, — ^bi,bba = ^ {cb.,b-4" b, — -4j.c^b„b, + 4bi,c^b,6,}- 

Vertauscht man hierin b ; 6j , ^2 cyklisch mit einander und addirt die 
drei so entstehenden Gleichungen zu einander ^ so ergiebt sich in 
Rücksicht auf (38): 

r 

(41) ^ -- 2 K'>'^b,.c + cLb.'^b.c + C5.5,'?.,c}- 

Diese Bedingungen sind nun aber auch hinreichend, um das Bestehen 
der analogen Identitäten für jedes m zur Folge zu haben. 

Um dies zu beweisen, formen wir das System (III) in ein anderes 
um, welches dasselbe ersetzen kann. Wir differentiiren (III) nach ut,^ 
multipliciren mit ©^»(m) und summiren über b; dann erhalten wir: 
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(42) y\ -l-üi-l 0,6. («) a^ («) - -1-5^1 cj («) o*. («) J 

+2j {-4 ^^^ '»^("^ äi^ ätiT "^^"^ ~ '^^ ""^^"^ "^-4° 

c,b=i 

Zunächst ist leicht zu sehen, dass das System (42) das System (III) 
ersetzen kann. Denn bezeichnet man die linke Seite des letzteren mit 
r^ ^ (u), so können wir (42) auch so schreiben: 

(43) 2 -^ '»^(«) •= 0- 

Giebt man hierin dem b^ alle Werthe von 1 bis r^ während man b 
und bi festhält; so erhält man ein System von r homogenen linearen 

d^l h («) 
Gleichungen für die r Unbekannten — -^ — , dessen Determinante 



(D^(t4)| nach Voraussetzung nicht identisch verschwindet , sodass die 
^b h (^) ^^^ ^^^ ^c unabhängig sein müssen. Setzen wir also voraus, 
dass die Coefficienten der linearen Glieder in den ^^(u) bereits den 
Bedingungen (38) gemäss gewählt sind, so folgt aus rj ^ (0) «» 0, dass 

in der That das System (42) das System (III) ersetzen kann. 

Hier greift nun wieder die Bemerkung Platz , dass das Bestehen 
der Gleichungen (39) für alle m von 1 bis Z zur Folge hat, dass in 
den rj ^ (u) alle Glieder (l — 1)^«' und niederer Dimension fortfallen, 

während dadurch nur die Glieder (2 — 2)^^' imd niederer Dimension in 
der linken Seite von (42) zum Verschwinden gebracht werden; um- 
gekehrt hat das Verschwinden der letzteren das Bestehen der Glei- 
chungen (39) für alle m von I bis l zur Folge. Wollen wir daher 
zum Ausdruck bringen , dass die Gleichungen (39) f ür 1» «» { -(- 1 ein- 
ander nicht widersprechen y so haben wir die Bedingungen dafür auf- 
zustellen, dass die Glieder {l — 1)*«' und niederer Dimension in den- 
jenigen Gleichungen fortfallen, die aus (42) entstehen, wenn man 
in ihnen b, b,, bj cyklisch vertauscht und die Resultate zu (42) addirt 
Wir erhalten so aus (42) auf Grund von (41): 

Hieraus geht hervor, dass das Bestehen der Gleichungen (39) für alle 
m von 1 bis l das Verschwinden aller Glieder {l — 1)^" und niederer 
Dimension aus diesen Bedingungsgleichungen zur Folge hat, sodass 
die Gleichungen (39) einander auch für m »» 2 -(- 1 nicht wider- 

2* 
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sprechen, die Grössen -4S,6ib,-.b/j_i also ihnen entsprechend gewählt 
werden können. Hierdurch ist bewiesen, dass die Gleichungen (41) 
die vollständigen IntegrabüiUUshedingungen des Systems (III) hüden. 

Ehe wir nun dazu übergehen , die der Natur der Sache nach noch 
unbestimmten Coefficienten in den Entwickelungen für die o^ {u) durch 

geeignete Festsetzungen zu bestimmen, müssen wir eine wichtige Be- 
merkung machen über die Ableitung aller Lösungssysteme von (III) 
aus einem derselben. Führen wir in die Parametergruppe Wa = 9>a(Wj ^) 
neue Veränderliche mit Hülfe der Gleichungen: 

(45) Sa = Qa (W) ; W« = ff « (s) 

dg Au) 
ein, wo ^/^(O) == und — ^ =»*Q,b sein mag, so geht dieselbe 

über in: 

(46) So' = g^{q> (G{s); (?(0)) = Ms; t), 
es wird also: 

(47) d«(s) ^— = ^ -^^--- c^H«), 

C = l 

und: 

(48) -^- -.; Ct,5; 



es sind also, wenn die G)^(ti) Lösungen des Systems (III) sind, auch 

die Functionen ^. — föl r~ ^c (^ (^)) ^s^'*?®^ desselben, wovon 

man sich auch leicht direct und unabhängig von der Definition dieser 
Functionen als Componenten infinitesimaler Transformationen einer 
Parametergruppe überzeugen kann. Man sieht aber auch umgekehrt, 
dass, sobald irgend ein Lösungssystem g>^(u) von (HI) gefunden ist, 

jedes andere ^\{s) auf die obige Art aus ihm abgeleitet werden kann. 

Wir brauchen, um dies einzusehen, nur zu beweisen, dass die Inte- 
grabilitätsbedingungen des Systems (47) für die Functionen guiu) unter 
den gemachten Voraussetzungen erfüllt sind. Dieser Beweis kann 
genau so geführt werden wie bei den Systemen (I) und (III); die 
Integrabilitätsbedingungen bestehen eb«n hier darin, dass die o^(u) 

und %\{s) je Lösungssysteme des Systems (III) sind. Es dürfte über- 
fiussig sein, dies zum dritten Male auszuführen. Ebensowenig brauchen 
wir besonders zu beweisen, dass die ^a(^) ^^^ Gleichungen (47) gemäss 
nunmehr als Potenzreihen, die in der Nähe des Nullpunktes con- 
vergiren, bestimmt werden können, fall» die v/t{u) und %\{s) als 
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solche Potenzreihen gegeben sind. £s genügt darauf hinzuweisen, 
dass die Gleichungen (47) auf die Form: 

(49) i^=^^b(,)„6(„). 

gebracht werden können , wo auch die €tP(u) Poteuzreihen sind, die 

in der Nähe des Nullpunktes conyergiren, und dass daher auf Grund 
dieser Gleichungen jeder Goefficient von ga{u) als ganze, ganzzahlige 
Function der Coefficienten niederer Dimension und der Coefficienten 
der ^(s) und der aj(w) ausgedrückt werden kann.*) 

Hierdurch ist also bewiesen ; dass es genügt, irgend ein Lösungs- 
system des Systems (III) aufzustellen. Wir finden ein solches, wenn 
wir den Formeln (39) die folgenden Bedingungen hinzufügen: 

(50) -^M^b, •b,„+ ^tufhfH-hmb + -4Lb,b4..-b,«bb, H h-4b;„.bbi-.b,rt_i=0. 

In der That sind ja durch die Formeln (39) von den m -f- 1 Gliedern 
dieser Summe m etwa durch das erste bestimmt, sodass das Hinsu- 
treten der Bedingung (50) genügen würde, um diese m -}- 1 Coeffi- 
cienten durch die niederer Ordnung ausdrücken zu können. £s fragt 
sich nur^ ob wir hierdurch couvergente Reihen für die g)^(u) erhalten. 
Um dies einzusehen ^ müssen wir genauer auf die Bestimmung der 
Coefficienten eingehen. 

Vertauscht man in (39) bj der Reihe nach mit bj, bj, . . .^ bm und 
addirt die so entstehenden Gleichungen zu (39), so folgt auf Grund 
von (50): 

r 

(51) (w + 1) ^b,b,b, .b„, = ^ {m-i)l ^V'' ^^° ^V,fc." ^„ 

\^\ > ^2» • • •» ^"* '^^ f } ' ' '> ^'*/ 

r 

^v^ L A^ jc 

c = l 

I 1?= 1,2, . . ., m— 1; ) 

Nun ergiebt sich zunächst aus (38) in Rücksicht auf (50) für m =» 1: 

(52) Äl 6. = I el , . 
Ferner folgt aus (51) für t» = 2: 

r 

*) Vergl. S. V. Kowaleazky, zur Theorie der partiellen Diffehential- 
gleichungen, Journ. f. r. u. a. M. Bd. 80, S. 1 tt*. und etwa Biermaüu, Theorie 
der analytiBchen Functionen, Leipzig, Teubner 1887^^8. 244 t|'. 
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Allgemein ergiebt sich: 

r 
(54) -4b,bi&,-.b„ = ^m^ C\y\^ . Cö^bj, • • • ^C-«.^c,w_i • ^»m-l't»c„,' 

^Cj, C2> • • •; Cm '^ A, Ä, ■ * *> ^r 

WO die Am gewisse rationale Zahlen. Nehmen wir in der That an, 
diese Formel sei richtig für w= 1, 2, . . ., i — 1, so werden wir 
zeigen y dass sich Im immer so bestimmen lässt, dass sie auch für 
m => l erfüllt ist. Es würde dann nämlich sein: 

r 



c=l 



|Ci, C2, . . .; C« = 1, 2, . . ., i| 



bi, ba, — , bp_x, c, fi,— ,e|_p_i==l 

{^i; C21 . • «f Q = 1, Ä, . . ., Ij 

Bedenken wir nun^ dass A] «» — _, und dass in Folge dessen die 

Summe der Ausdrücke rechts für p »» 1 und l — 1 gleich wird der 
auf der rechten Seite von (51) stehenden ersten Summe, so folgt aus 
(51), dass Formel (54) auch für m »» Z erfüllt ist; wenn wir setzen: 

(56) (Z + 1) A, « — (AjAi^a + AjA^^a 4. . . . -f- A,_2A2). 

Dies würde nur für i = 3 nicht richtig sein, weil dann l — 2 = 1, 
vielmehr ist A3 = 0, und es verschwindet daher Xi immer, sobald l 
eine ungerade Zahl. Wir erhalten daher zur Berechnung der X^g die 
Recursionsformel : 

(57) (2g + 1) A2g = — (A2^2f-2 + A^Asg— 4 + • • • + A25-2A2). 

Da nach (53) Aj^ -jj, so finden wir so: ^4 = — -7201 ^6= 30240 '"•^'^' 
Es scheint kein einfaches Gesetz zu sein, nach dem die A29 fort- 
schreiten ; jedenfalls aber sehen wir so viel, dass: 

(58) |A2g|^A|; 

denn nehmen wir an , diese Formel sei für g = 1 , 2 , . . ., »1 — 1 
richtig, so folgt aus (57), dass: 

(59) (2w+l)|A2m|^(w-l)A?, 

womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Nunmehr ist die Gonvergenz der für die c>^(u) aufgestellten Reihen 

leicht zu beweisen. Liegen nämlich alle |(^ ^1 unterhalb der positiven 

Grösse g, so folgt aus (37), (54) und (58), dass: 
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(60) I fi,J(u)| ^1+g^ (gr)—^ |us.| \u^\ ■ ■ • |«»„| 

{i\7 62» • • .i bm *= 1 j 2, . . ., rj 

= 1 + jr2 (Srr (l«.l + l«2l + • • • + KD"; 
demnach convergirt die Reihe (38) sicher, so lange: 

(61) |„,| + |,^I4....+ |„,|<_L. 

Wir können jetzt das folgende Resultat aassprechen: 
Satz 3. Sobald die Grössen c^^f, die Bedingungen: 

r 

(VII) 2 ^'*' 0^'^'+ ^^" *. ''M + «^k.. ^ <- '} ■= ^ 

Cx=l 

er f allen j lassen sich in der Nähe des NuUpunktes con- 
vergente Fotentsreihen oj (m) aufstellen *) , welche die Diffe- 
rentialgleichungen (III) befriedigen j und zwar hmn jedes 
Lösungssystem ^^{s) aus einer cänonischen Form »^(u) 

desselben dadurch abgeleitet werden^ dass man setzt: 

C=l 

WO die Sa = <7a(t«) solche in der Nähe des NuUpunktes con- 

vergente Potenareihen^ dass ga(0) = und —~ — '=Sa^b' 
Die Reihen für die canonische Form sind: 

(viii)«j(«)=*«.b+2'^^b;b,<^..,.-te.»,^,V..b,„«*.«*.-«v 

{*^|5^25*'*5 vni— 1*^^ -l?^; • • •> ^5 V|f Vjj . . •> ü/n«= 1; Ä^ . . ., r I 
^1; ^2? "••> ^»w "^^ 1, J, .,., W> j 

(2g +1) Agj = — (^2^2^2 + ^4^25-4 -\ + A2<,_2A2). 

Die Gleichungen (VII) sind zugleich die nothwendigen 
uiul hinreichenden Bedingungen für Integrabilität des 
Systems (III). 



*) Vergl. den ohne Beweis aufgestellten Satz I im 17. Capitel von Transf. 
S. 297. 
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§4. 

Ueber die eingliedrigen Untergrappen. 

Im zweiten Paragraphen haben wir bewiesen , dass die Functionen 
gj(;c) und (ol{ü), sobald sie die DiflferentialgleichuDgen (III) und (IV) be- 
friedigen, auf Grund der Systeme (I) und (II) oder der mit ihnen 
äquivalenten Recursionsformeln (21) und (19) eine r-gliedrige Trans- 
formationsgruppe bestimmen. Es bedarf kaum des Hinweises, dass 
hierdurch die Functionen g)a(u] 0) und fa{x\ u) als in der Nähe des 
Nullpunktes convergente Potenzreihen bestimmt sind, sobald die o)^(u) 

und S^ (u) als solche gegeben sind. Es wird auch hier die Bemerkung 

genügen, dass auf Grund der Differentialgleichungen (I) und (II) die 
Coefficienten der Potenzreihen für g>a(^]v) und fa{x]u) als ganze, 
ganzzahlige Functionen der Coefficienten niederer Ordnung und der- 
jenigen der (ol(u) und |^(t4) gegeben sind; das lehren ja auch die 

Recursionsformeln. 

Nach Satz 3 bestimmt daher im Besonderen jedes System Yon 
Constanten c^ ^ , welche die Bedingungen (VII) erfüllen, eine Parameter- 
gruppe Ua = 9a(Wj v), welche alle die im ersten Paragraphen auf- 
gestellten Gesetze erfüllt; wir denken uns diese in ihrer canonischen 
Form gegeben, d. h. nehmen die Componenten co^(u) ihrer infini- 
tesimalen Transformationen in der Form (VIII) au. Nun gehört zu 
jeder Parametergruppe eine ihr reciproke Gruppe Va = q}a{u]v)\ die 
Componenten der infinitesimalen Transformationen derselben: 

stehen in einer bemerkenswerthen Beziehung zu den 0^(1;). Differen- 

tiiren wir nämlich Gleichung (I) nach u^^ und setzen dann Ua = 0, 
so folgt: 

Hieraus folgt zunächst: 



(64) 



Bezeichnet man also die Coefficienten der Entwickelung von rj^iv) mit 

K,bib,...b,„, so ist: 

(<35) lil,,b ^ -^Im.» 

*) Vergl. die von Herrn Engel herrührende Bemerkung in Tranaf. S. 429. 
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und es ergiebt sich überhaupt aus (63) durch CoefficienteDvergleichuug 
die der Gleichung (39) ähnliche Gleichung: 

(66) -^b.b,b,...b„ — Sb 



bj« bba...b« 



tu VJ, VV7...V;u 



c=.i 



"'' ^ (m - _p _ 1) ! p! j^b, cbc^.., bc^_,^_j -ßbo bf^^^p ... b,^_j 

— -ßb,. f bc. .« b- , -4b, bf ...b. , } "=■ ^• 

{p = 1, 2, . . ., m — 1; Cj, C2, . . ., U-i = 2, 3, . . ., m} 

Sind nun die o>^(t«) in ihrer canonischen Form gegeben, sind also die 
Bedingungen (50) erfüllt; so gelten hiernach auch die Gleichungen: 

(67) ^,b,b....b^ + ■Bb„b,b,..b«b H 1- ^w&^»-*m-l ™ ^• 

Denn dieselben sind erfüllt für m <» 1; nehmen wir also an^ sie seien 
für mB»l|2, ..., 2 — 1 erfüllt, so folgt aus (66), wenn wir in 
dieser Gleichung die Indices b, bj, 62^ . . •> b» auf alle mögliche Weise 
mit einander vertauschen und die Kesultate dieser Vertauschung zu 
(66) addiren , dass Gleichung (67) auch für m =^1 erfüllt ist. Es 

werden sich demnach nach (64) die i^b,bib,...b„j ebenso aus den Cb,bi zu- 
sammensetzen ^ wie die -4b,bib,...bCT ^^^ ^^^ 4»,b; oder es ist, weil diese 
Coefficienten für jedes ungerade m > 1 verschwinden, für 9» > 1: 

(68) Bb, bi b, ... b;„ = -4b, bi b, ... b« ' 

also: 

r 

(69) <»S(«)-i?S(«) = 2''^.»«c- 

C = l 

Wir erhalten daher den Satz: 

Satz 4. Zwischen den Co^nponenten der infinitesimalen Trans- 
formationen ^ (o^{u)y der Parametergruppe Ua '^^ g)a{Uy v) 

und denen j fi^(u)j ihrer redproken Gruppe Va =» 9a (t* 5 v) 

besteht, sobald dieselben in ihrer canonischen Form vor- 
gelegt sind, die Beziehung: 

r 

Von besonderem Interesse ist es aber, zu untersuchen, wie sich 
die Recursionsformeln (19) gestalten, wenn die Parametergruppe in 
ihrer canonischen Form vorliegt. Nun ist doch: 

/ a^<Pa(0; o) \ 

C^) ~ ^.^ ' '" = ^.b.b,...b;„- 
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Vertauschen wir daher in (19) die Indices b,,6j, . . ., hm+i auf alle 
mögliche Weise mit einander und addiren die Resultate zu (19), so 
ergiebt sich wegen (67): 

{^i; C2, . • .; Cm-|-i «=1,2,..,, m-["l} 

Handelt es sich um eine eingliedrige Gruppe, so ist diese Formel eine 
unmittelbare Folge aus der Gleichung: 

(72) iW-^_j_(^(,^„„_ 

in welche die grundlegende Differentialgleichung (II) für r=l übergeht. 
Setzen wir nun: 

r 

(73) ^ U^) u, ^ Ux', u) 

C = l 

und bezeichnen mit — r- ft'^oc-. u) die Summe der Glieder m^'"'' Dimension 
in der Entwickelung von /ii(:»;t*), so folgt aus (71): 

(74) fr^\x,u) = ±^^p±U^,u). 

C=l ^ 

Setzt man daher Ua^=^aat^ so ergeben sich die Functionen fQ{x\at) 
aus den Differentialgleichungen: 

(75) -^^ = S„(Ax;«0;a)- 

Dies besagt offenbar, dass die den unendlich vielen Werthen von t 
entsprechenden Parametersysteme u^^^üat iu unserer r-gliedrigen 
Gruppe Transformationen bestimmen, die ihrerseits eine eingliedrige 
Untergruppe jeuer bilden. Wir können dies auch ganz direct ein- 
sehen. Aus Formel (VIII) folgt nämlich: 

r 

. (76) 2' <W "" - ""•' 

dasselbe folgt auch aus (37) und (50). Hieraus folgt: 



.b 



b=l ' 

Nun ist doch nach (74): 

(78) 9<»)(«; «) =2* -gip "'^(«) ''c t^c. 
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also wird nach (76) und (77): 

(79) 9,J)(„;«)_0 

und in Folge dessen nach (74) allgemein g>^^^{u; ü) = 0. üieraus 
folgt aber,.das8; 

(80) 9>a(a«,aO = a«(« + 0> 

wodurch unsere Behauptung ganz direct bewiesen ist; ist j' »= — j, 
so ergiebt die Aufeinanderfolge dieser beiden Transformationen die 
IdeutiiSt, oder die eine ist die Umkehrung der andern. Wir haben 
nunmehr den folgenden Satz bewiesen: 

Satz 5. Ist die Paratnetergruppe einer r-gliedrigen Transfor- 
mcUiansgruppe auf ihre canonische Farm gebracht, so 
bilden alle diejenigen Transformationen derselben , deren 
Parameter Uq •» aa< man den unendlich vielen Werthen 
von t entsprechend erhäUp eine eingliedrige Untergruppe^ 
d, h. es ist q>a(at, at') =:z aa{t '\- 1'). Die Gruppe selbst 
hat dann die Form 



CO 



(IX) /;(«;«)= xa+ 2'^"" (^5")' 



1/1=1 



wo: 



(X) Ü'\x;u)^^tix)u,, 

C = l 

und: 

(XI) /<'H-''(a;;«) = 2'-^1l'— /^'(^'«)- 

Sind umgekehrt die 5J {x) als in der NäJie des Nullpunktes 

convergente Potenzreihen gegeben^ welche den Bedingungen 
des Satzes 2 genügen, so sind die sich aus (IX) ergebenden 
Functionen fa{x] u) ebenfalls in der NäJie des Nullpunktes 
convergefUe Potenzreihen, welche eine r-gliedrige Trans- 
formationsgruppe darstellen, deren Transformationen sich 
zu je zweien als inverse ordnen*). 

§5. 
Ansatz znr Bestüomimg aller Untergruppen. 

Es wird nunmehr die Frage nahe liegen nach allen Untergruppen 
einer gegebenen Gruppe, die Frage also, ob es in der r- fachen 
Mannigfaltigkeit der Parameter derselben solche p- fache Untermanuig- 

•) Vergl. Transf. Theorem 24, p. 168. 
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faltigkeiten geben kann, dass die je zwei Stellen derselben ent- 
sprechenden Transformationen eine Transformation ergeben, deren 
Parameter einer SteUe derselben Untermannigfaltigkeit zugehoren. Wir 
denken uns diese Mannigfaltigkeit gegeben in der Form: 

(81) Ua «= öaC^u ^y • • •; h)> 

(a= 1, 2, . ..,r) 

wo wir im Besonderen noch annehmen wollen, dass dieselbe den Null- 
punkt enthalte, dass also etwa: aa (0)»sO; wir werden später einsehen, 
bis zu welchem Grade diese Annahme noth wendig ist*). Gehort nun 
zwei Stellen tf, und Sb dieser Mannigfaltigkeit unserer Voraussetzung 
gemäss die Stelle tt «» Xb(^; s) zu, so muss sein: 

(82) aa(x{t]s))=g)a{a(ty,a{s)). 

Ehe wir darauf eingehen, hieraus die Functionen Xf,{t; s) zu bestimmen, 
bemerken wir , dass dieselben jedenfalls wieder eine Parametergruppe 
bestimmen. Aus: 

(83) (pa (g) (a (t) ; a (s)) ; a (ä)) = g>a (a (t) ; g) {a (s) ; a{q))j 
folgt nämlich: 

(84) g)^ya {xm s))\ a{q)j = 9a(a(0; a{x{s\ g))j, 
oder: 

(85) aa [x (x(t', 5); g) j = a« [x [t) x(s; q))j , 

also, wenn anders die aa(t) wirklich von p Veränderlichen abhängen 
sollen : 

(86) Xb(x(t', s); q) = Xb{t', x(s; g)). 

Um nun die Componenten der infinitesimalen Transformationen dieser 
p-gliedrigen Parametergruppe zu finden, differentiiren wir (82) nach 
St,; wir erhalten so: 



c=l 


\s)) 


c — i 




Setzen wir daher: 








(88) 








und 








(89) 




-Jt"' -«('). • 




♦) Vergl. § 7. 
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so folgt: 
(90) 



i'-^A?(o=i;«NiK)). 



C = l * C=l 

Differentiirt man diese Gleichung nach tj^^ so folgt: 
p 



Setzt man daher: 

(92) 

SO folgt hieraus: 

(93) 









(0) cia^(t) 



dt. 



dx]w dX^^iO) 



dt. 



2 



dt, 



= V 



= n 



D,b> 






Sollen die 'f^ ^ hierdurch bestimmt sein, so dürfen offenbar nicht alle 

Determinanten |)**"^ Ordnung der Matrix ijaj 1 verschwinden; dies folgt 

auch schon aus (90), weil sonst, da ja sicher nicht alle Determinanten 
piei Ordnung der Matrix: 

da^jt) 
dt^ 

identisch verschwinden dürfen, zwischen den Componenten der infini- 
tesimalen Transformationen der Untergruppe Relationen von der Form 
(VI) bestehen würden, dieselbe also weniger als p-gliedrig wäre. Wir 



können daher die Matrix 



a 



zu »einer nicht verschwindenden Deter- 



minante r^^"^ Ordnung 1 a^ \ ergänzen und dann durch die Gleichungen : 



(94) 



^a = ^als, 



b=l 



die neuen Parameter s^ einführen. Sind die Parameter Ua so gewählt, 
dass die Componenten der infinitesimalen Transformationen fo^{u) in 

ihrer canonischen Form erscheinen, so gilt dasselbe von den trans- 
formirten Componenten u^^s)] denn zwischen ihnen besteht die (90) 

analoge Gleichung: 



(95) 



^«Sf*c(«)=^ «?«"„(»«); 



c=l c=l 

multiplicirt man dieselben mit Sf, und summirt über b, so ergiebt sich 
auch für die ii^(s) die für die canonisehe Form charakteristische Glei- 
chung (76). Aber die Grossen cj ^ gehen nunmehr in andere y^ ^ über 
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auf Grund der GleichungeU; die man aus (93) erhält, wenn man auf 
der linken Seite die Summe von 1 bis r nimmt. Wir werden daher 
jede Verwandlung der Parameter einer Transformationsgruppe dadurch 
bewerkstelligen können, dass wir erstens eine solche wie (45) aus- 
führen, welche die o^ ^ nicht ändert, und zweitens eine homogene 

lineare Transformation, welche die canonische Form bestehen lässt. 

Ist nun in diesen neuen Parametern die der Untergruppe ent- 
sprechende Mannigfaltigkeit in der Form: Sa*==^ba{t) gegeben, so ist 
offenbar: 

Wir können daher die Parameter von yornherein so gewählt denken, 
dass a^ «» da, b « wodurch die Gleichungen (93) in die folgenden über- 
gehen: 
(96) y«^«=cg^, wenn a,h,h£p, und: 0«cgj,, wenn i,i<p, Ci>p. 

Hieraus sieht man , dass die y^ ^css c^ ^ wirklich den Bedingungen 

(YII) genügen, wenn man in ihnen nur bis p summirt, dass also die 
y^^ wirklich die Zusammensetzung einer p-gHedrigen Gruppe bilden. 

Denkt man sich ferner sowohl g>^(u) wie k^(t) in ihrer canonischen 
Form, so ergiebt sich aus (III) leicht, dass: 

(a, i < P) 

und: 

(a>i)/b<i)) 

denn haben die Indices bi , 62 1 • • ^ ^m ^^^ ^^^ Zahlen von 1 bis p zu 
durchlaufen, so fallen von selbst diejenigen Glieder fort, für welche 
b|, b2, . • ., bm-i einen der Werthe l>+l,p + 2,..., r hat. Hieraus 
ergiebt sich auf Grund des Satzes 5, dass: 

und: 

(a>l>) 

Daraus folgt, dass aa{t) '=' ta} wenn a^p, und =0, wenn a > p. 
In dem zuerst angenommenen allgemeinen Falle sind daher die aa{t) 
homogene lineare Functionen, deren Coefficienten a^ den Bedingungen 
zu genügen haben, die sich aus (93) ergeben; dieselben stellen sich 
dar in der Form einer Reihe von Determinanten , die von den y^^ ^ 

frei sind, sodass das Problem der Bestimmung aller Untergruppen 



(97) 



(98) 
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einer gegebenen Gruppe auf algebraische Untersuchungen hinaus- 
kommt*). Aus (98) geht noch hervor, dass jedem solchen Systeme 
von Coefficienten a^ wirklich eine Untergruppe der gegebenen Gruppe 
entspricht. 

Wir erhalten daher das Resultat: 

Satz 6. Ist die Parametergruppe einer Transformatiansgmppe in 
ihrer canonischen Form vorgelegt, so erhäU man alle 
p-gliedrigen Untergruppen derselben, werni man: 

p 
^a^^alt, 

setzt, wo die a\ so eu wählen sind, dass die Gleichungen: 

(b,c — 1,2, • . .,p) 
durch geeignete yl ^ befriedigt werden können. 

§6. 

Bestimmimg der Componenten der infinitesimalen Transformationen aller 
transitiven Gruppen von gegebener Zusammensetzung. 

Unter einer transitiven Gruppe verstehen wir eine solche, welche 
einen Punkt allgemeiner Lage in jeden benachbarten überführt, woraus 
folgt, dass dann n<,r sein muss. Ist der Punkt Xa'= ein solcher 
Punkt allgemeiner Lage, so folgt weiter, dass nicht alle n-gliedrigen 
Determinanten der Matrix: 

\mo)\\ 

verschwinden dürfen. Hieraus folgt, dass man immer solche Parameter 
einführen kann, dass: 

(99) & (0) - *«.b . 

Führen wir nämlich die neuen Parameter durch die Gleichungen (94) 

ein, so gehen die ^(z) über in: 

(100) C^^-^jm-i. 

b= 1 

Setzen wir daher |a(0) = bl, so ergeben sich für die al die Be- 
dingungen : 



*) S. Tranaf. Theorem 83, S. 210. 
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(101) 



i'bu«.^.., C;z!;l:::::r) 



welche uuter der oben gemachten Voraussetzung stets erfüllt werden 
können; nehmen wir z. B. an, dass die Determinante 

\bl\ (a,b-l,2,...,n) 

von Null verschieden ist, so können wir die Grössen a\^ wo c=l,2,...,r 

und b = n+l, n + 2,...,r, noch insoweit willkürlich annehmen, 
dass nicht alle (r — n)-gliedrigen Determinanten der betreffenden Matrix 
II 0^ I verschwinden, und es werden dann die übrigen a^ dadurch so 

bestimmt sein, dass die Determinante des Systems (94) nicht ver- 
schwindet. Denn resultirte eine verschwindende Determinante \ai\. so 

müssten entweder alle bl oder alle da,c verschwinden, was ausgeschlossen. 
Wir können uns daher die Parameter immer so gewählt denken, dass 
die Gleichungen (99) erfüllt sind. 

Soll nunmehr die Zusammensetzung unserer Gruppe, d. h. sollen 
die Grössen c^ ^ gegeben sein , so folgt aus den Differentialglei- 
chungen (IV) : 



(102) 



^Mb 



^b.b. 



di^o) aij'(o) 



dx. 



b. 



a 

dxt, 



0. 



(a, b, b, <w), 



(a, b < «, b| > «) , 
(a < n, b, b, > w). 



Die letzten Gleichungen besagen offenbar, dass unsere Gruppe eine 
(r — n)-gliedrige Untergruppe enthalten muss. Enthält umgekehrt die 
Gruppe eine (r — n)-gliedrige Untergruppe, so müssen sich nach 
dem letzten Paragraphen die cf^ ^ immer in eine solche Form setzen 

lassen, dass cj ^ = 0, falls a<n und b,b, > n; die aus den Glei- 
chungen (XII) durch Ausdehnung der Summation über b von 1 bis r 
entstehenden Gleichungen dienen dazu. 

Um nun das System (IV) zu integriren, setzen wir wieder: 



oo 



(103) 



Sa (X) = *a.b +^ -^T Cb.b»b,...b,„ ^b»^:^, • • • Xb^\ 



{b,, bj, . . ., im =1,2,..., nj 



dann ergiebt sich zunächst: 



ICl 6. - G?.. I. =^ <. b , (a, B, 6, < n) 
Ferner: 

r 

(105) Cb.b.b.-.b^.— C^bi.bb,-b^=^, 4,. b Cf\b, ••&;„ 

c = i 

C=:l 

— t/b,,cbf •••br . ^b, bf •••bf ,>> 

|l>= 1, 2, . . ., wi— 1; c,, Cj, . . ., Cm-i = 2, 3, . . ., m} 
wenn b < n, und: 



(106) Cb.bib^'bjn '^ ^ ^^*»^ Cc,b,b,-.b 



TS 

— ^bi,fbr*"bf . ^b,bf •••br .\ i 

" fi ^m— p— 1 '•m— p ^m— 1 I 

|p = 1, 2, . . ., w— 1; C|, C21 . . •, Cwi-i = 2, 3, . . ., mj 
wenn b > n, endlich: 

r 
(107) ^ 4.,bCc!b,b,-..b, 



'»I 



— ^bijCbp •••bf - ^t>,bf •••bf ,1» 

^1 '•m— p-l *^m— p ^m— 1 / 

{p = 1, 2, . . ., w — 1; Ci, C2, . . ., Cm-i = 2, 3, . . ., w} 

wenn b und b^ > n. Es lasst sich nun genau wie im dritten Para- 
graphen zeigen, dass die Gleichungen (VII) die nothwendigen und 
hinreichenden Bedingungen für das widerspruchslose Bestehen dieser 
Gleichungen sind. Bezeichnet man nämlich mit vg ^ {x) die linke Seite 

von (IV), so ergeben sich als solche Bedingungen wieder die, dass die 
Gleichungen : 

(108) 2'-^ n.. j*) +2''^*..*rM(^) -0 



C = l C=l 



identisch befriedigt sind, und zwar hat das Verschwinden der Goef- 
ficienten aller Glieder (i — 2)*«*" und niederer Dimension das wider- 

3 
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spruchslose Bestehen der Oleichungen (105) bis (t07) fttr alle m von 
1 bis l zur Folge, und umgekehrt, üa man aber dann die Cb%,^...()g, 
so bestimmen kann, dass in (IV) die Coef&cienten aller Glieder {l — l)*^*" 
und niederer Dimension verschwinden, so gilt dasselbe für die Glei- 
chungen (108), also bestehen die Gleichungen (105) bis (107) auch 
widerspruchslos für «i = Z + 1. 

Nimmt man in der That an, man kenne olle CS,hiht"bmf ^^^^^ 
alle Werthe von 1 bis l hat, so lehren die Gleichungen (106) diese 
selben Grossen für m «=» 2 -j" 1 ^^^ b > n kennen, während die Glei- 
chungen (105) die Differenzen derselben für m = Z -f- 1 und b ^ n 
liefern. 

Diese Grossen werden also wiederum vollständig bekannt sein, 
wenn wir noch festsetzen, dass: 

(109) Cb,bib, ■.e>^ + Cb,„,be>,...b„_iH |-C'b„b,b,...b„jb — 0. (b<n) 

Wir erhalten dann wieder die folgenden Becursionsformeln: 

r _ 

(HO) (w+l)C?,b,b,...a^— ^ (m-iy. ^^'^^"^c,^,-«>c 



m 
c=l 



<|Cp C2; • • •> Cm = 1 > ^) • • •> ^} 

n 

||) «= 1, 2, . . ., m — l; q, C2, . . ., Cm =1,2,.... m^ 
wenn B ^ n, und: 

r 

(111) wCb.b.b,...t.«=^ {m--\)\ ^K^^^W^'-'^im 

"{Ci)C2>»»«>Cm ^™ *-} ^ } * * *} ^ / 
n 

c = l 

|p = 1, 2, . . ., w — 1; c,, C2, . . •, Cm = 1, 2, . • ., m) 

wenn B > n. Hieraus lassen sich die Coefficienten Cb^b.i>,-.bm ^^'^" 
standig bestimmen. Man findet so: 

(112) Cb%. = Y^^''^ ^^^ =cSnt), 
je nachdem b ^ n oder > n; ferner: 

n r 

(113) Cf,i.t,--i-2'(cM.c?,b. + cUcc%.)+t2'(''*'*''''^+''^'»'''''")' 
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wenn b ^ n, und: 

r 

(114) 0^,6,«= Y^ (cb,b, cli^+ 4,l»,<b,) , 

wenn B > n. Man erhält so den Formeln (54) durchaus gleich- 
gebildete Ausdrücke für die Cb,bt6,-b,„ ii^it dem einzigen Unterschiede, 

dass die dort stehende einzige Summe durch mehrere mit verschiedenen 
Goefficienten A,» behaftete Summen zu ersetzen ist; die sich ihrerseits 
von einander dadurch unterscheiden , dass in den verschiedenen Sum- 
men über einige der Indices b^, b2 9 • . •; bm-i von 1 bis n über die 
andern von n -{- 1 bis r zu summiren ist Die vollständige Ent- 
wickelung dieser Ausdrücke ist zu complicirt, als dass sie mehr liefern 
konnte als die ßecursionsformeln (110) und (111). Wir verzichten 
daher auf diese Entwickelung, zumal wir die Convergenz unserer 
Reihe auch ohne dieselbe beweisen können. 

Ersetzen wir nämlich die Grossen c^ ^ wieder durch die positive 

Grosse g, wo leg J ^g, so ist leicht zu sehen, dass für w «=» 1 und 2: 

(115) |c^Ab....b«|<ir^-*^!. 

Nehmen wir daher an, diese Ungleichung sei für alle m von 1 bis 
l — 1 bewiesen, so folgt aus (110) f ür b ^ n 

(116) \CS^,^^...t,\£i^^9'r'-'{Kl-lV+h{^^ 

+ t-i(Z-l)!), 

wo 2|, Jj} • • -9 h-i die ßinomialcoefficienten; dieselbe Formel erhält 
man aus (111) für b>n, nur dass rechts der Nenner { steht. Es 
gilt also die Ungleichung (115) auch für m »s 2. Hieraus folgt 
wiederum, dass: 

OD 

sodass unsere Reihen sicher convergiren, so lange: 
(>18)- |a;,| + |a;,| + ...|«.|<-jl-. 

Um nun festzustellen, ob die so gefundenen Componenten il{x) 
der infinitesimalen Transformationen wirklich eine r-gliedrige Gruppe 
bestimmen, müssen wir noch untersuchen, ob Relationen von der Form 
(VI) bestehen können. Aus (99) ergiebt sich nun, dass dann sicher 

a^ «= aj = • • • = «n •=■ 



(H7) |lS(x)|^l + -^2,V)"'(k,H-|a;jH-.-+|^,|)'', 
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sein muss. Es fragt sich also, ob die folgenden Relationen bestehen 
können : 

r 

(119) 2abClf,,f^..,f,^^0] 
hieraus folgt im Besonderen: 

r 

(120) ^ab<,b= 0, (a, b, = 1, 2, . . ., n). 

b=»+l 

Nach (106) müsste demnach sein: 

r _ 

(121) ^(^bCb^,bCc,f^h,.'hm "^ ^' 

b,c=n+l 

woraus wieder im Besonderen folgt: 

(120) 2«6<1.6<^6..c = 0- 

(a, Bi, Bj — 1, 2, . . •, w). 

So weiter schliessend findet man, dass die noth wendigen und hin- 
reichenden Bedingungen für das Bestehen der Relationen (119) die 
Gleichungen sind: 

r 

(121) S«6 «r. c*" , . • . c''--^ cl , =0. 

b,bi, •••,b||,=«+l 

(a, Bi, ^2, . . .j im = 1» 2, . . ., n). 

Nur also, wenn es Grossen ab giebt^ welche alle diese unendlich vielen 
Gleichungen befriedfgen, hängt unsere Gruppe von weniger als r Para- 
metern ab. Man wolle bemerken, dass die letzten Entwickelungen 
unabhängig von dem Bestehen der Gleichungen (109) sind, also für 
alle Losungssysteme der Differentialgleichungen (IV) gelten; die den 
Anfangsbedingungen (99) genügen. 

Wir erhalten diese allgemeinsten Lösungen wieder aus d6m' ent- 
wickelten speciellen Systeme durch Eiuführung neuer Veränderlicher 
vermittelst der Gleichungen: 

(122) ga = ha{x), Xa = Ha{z), 

wo: 

Äa(0)=0 

und 
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dieselben sind: . 

(123) to -2 44lf - 5'M^W) . 

« 

Wir braueben diese mit den Entwickelungen auf S. 20 und 21 fast 
identiseben Scblüsse nicbt besonders auszufubren. Fübrt man endlicb 
bierin vermittelst einer linearen Substitution neue Yeränderlicbe ein^ 
so erhält man die Componenten der infinitesimalen Transformationen 
der allgemeinsten transitiven r-gliedrigen Transformationsgruppe des 
Raumes von n Dimensionen von gegebener Zusammensetzung (o^ ^) 

und gegebener Zurückführung dieser Grössen auf die den letzten der 
Gleichungen (102) entsprechende Form. 

Wir können die Resultate dieses Paragraphen in folgenden Satz 
zusammenfassen : 

Satz 7. Ist ein System von Constanten yj ^ gegeben, welche den 
Gleichungen: 



2 

C=l 



^ (^bj^i^Lc 1 yLbt^b.c I ykib^jic) *^ ^ 



genügen^ so findet man folgendermassen die Componenten 
der infinitesimalen Transformationen der allgemeinsten 
zugehörigen transitiven, r-gliedrigen Transformationsgruppe 
des Baumes von n Dimensionen: Nachdem man die Con- 
stanten yj ^ auf jede mögliche Art mit Hülfe der Sub- 
stitution: 

WO die Determinante | aj 1 von Null verschieden sein muss, 

auf eine solche Form gebracht hat, dass erstens c^ ^ = 0, 

sobald a, b > w wid c < n, und zweitens nicht solche von 
Null verschiedene Grössen an gefunden werden können, 
dass die sämmtlichen Gleichungen'. 

(XIV) yia^ ^biw'^'r\ c« , - 0, 

(a, b,, bj, . . ., b„, = 1, 2, . . ., n) 

wenn m alle WeriJie von 1 bis oo hat, erfüllt werden 
können , nacMem man ferner die Coefficienten der in der 
Nähe des Nullpunktes convergenten Reihen: 
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00 



{fen Anfangsbedingungen (112) unä c2en Becursiansfonneln 
(110) tinä (111) gemäss bestimmt hat, sodass: 

n 

(XV) 2 ^o^-C*) = *"' 

b=l 

(a= 1,2, . . .,n), 
so wähle man irgend eine Transformation 

teeren Umkehrung Za ^= %a(^); abdann $m(2 dfie; 

(XVI) 5.^*)=i;4w-5cHflw) 

fa= 1,2, . ..,nl 

tb«»l,2, ...,rj 
die t7erJangF<e» Componenten.*) 

Die BestimmuBg aller r-gliedrigen intransitiven Transformatioiis- 
gruppeu des Raumes Ton n Dimensioneu von gegebener Zusammen- 
setzung {(ff^f^) kann auf die der transitiven Gruppen zurückgeführt 
werden. Sie verlangt aber dann die Eenntniss nicht nur des gegebenen 
Systems von Constanten (f^ ^, sondern aller solcher Systeme, welche 

die Gleichungen (VII) befriedigen; wir glauben desshalb auf dies 
Problem hier noch nicht eingeben zu dürfen. 

§7. 

üeber die identisclie Transformation. 

Wir haben bisher immer nur solche Transformationsgruppen be- 
trachtet, welche die identische Transformation enthalten; in der That 
lässt sich der allgemeinere Fall auf diesen zurückführen. Haben wir 
nämlich die durch die Gleichung: 

(124) fa {fix-, w); v) = fa (o;; 9>(u; v)) 

charakterisirte Gruppe, so mögen die Functionen fa{x] u) und (pi{u] v) 



*) Vergl. Transf. Kap. 19 und 22; man wolle aber bemerken, dass bei 
Herrn Lie die Bestimmung aller transitiven Gruppen von gegebener Zusammen- 
setzung immer nur gelöst ist unter der Voraussetzung, dass eine solche Gruppe 
bekannt sei. Was die Theorie der Aehnlichkeit r-gliedriger Gruppen betrifft, so 
sei darauf hingewiesen, dass unser Satz den Satz 3 in Transf. S. 369 umfasst. 
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etwa zunächst för gewisse Umgebungen {x), (w), (v) von resp, Xa «» 0, 
Uff =»0, t7c = sich nach Potenzen der x^, Ub; t^c entwickeln lassen. 
Wenn dann die Transformation: 

(125) y,^f,{x',0)^f,{x) 

als den dem Bereiche (x) entsprechenden Bereich keinen in diesen 
hineinfallenden Bereich (y) liefert, so müssen, sollen die Gleichungen 
(124) überhaupt Bedeutung haben, die nach Potenzen von 

ya — ia = ya — fa{0) 

fortschreitenden Reihen fa{y] u) jedenfalls analytische Fortsetzungen 
der um den Nullpunkt convergenten Reihen fa{^] u) sein. Liegen auch 
die Punkte des dem Bereiche (u) auf Grund der Gleichung: 

(126) Sb = (Pb{u] 0) ^ g>t{u) 

entsprechenden Bereiches {s) nicht in (u), so müssen auch die nach 
Potenzen von Sb — Cf, =* Sf, — (pb(P) fortschreitenden Reihen fa{x] s) 
und g)t(S] v) analytische Fortsetzungen der in der Nähe der Nullpunkte 
conyergenten Reihen fa(x] u) und (pa{^] v) sein. 

Wir machen weiter die Annahme, die man durch Einführung neuer 
Parameter wird realisiren können, dass die Gleichungen (125) umkehr- 
bar seien, also: 

(127) Xa = F,(yy, 

nehmen wir im Besonderen noch an, dass diese Umkehrung in der 
Nähe des Nullpunktes Xa = möglich sei, so werden die F(i{y) zu- 
nächst als nach Potenzen der ya — &a fortschreitende Reihen definirt 
sein, die sich aber auch in nach Potenzen von ya — fa{J>') fort- 
schreitende Reihen müssen fortsetzen lassen, wo die Stelle ba in be- 
liebiger Nähe von ba liegt. Setzen wir daher: 

(128) fa{x',u)^fa (2^(y); u) ^g,(y',u) = ga(f{xy, u), 

so gilt dasselbe von den Functionen gaijf]^) bezüglich der y^] was 
die Ub betrifft, so sind die ga{y\ u) zunächst ebenso wie die fa{X] u) 
als nach Potenzen der Ub fortschreitende Reihen definirt, die sich aber 
in nach Potenzen der Sb — Cb fortschreitende Reihen fortsetzen lassen. 
Aus (124) folgt nun zunächst für t? «» 0: 

(129) fa (f{x^ 0)) = /;(x; s) « ga{y^ s); 
es ist daher: 

(130) f, (fix-, u); t;) = ga{f(ax', t*));t;)« ^a (^(y; 5); t;). 
Andrerseits ist: 

(131) /a(x;9(«;t;)) =5'a(y;9^(w;v)) ^ ga (y]Hs]v)) . 
wenn: 
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(132) Uf,^<t>b{s) 

und : 

(133) g)b(w; v) = (fb (<P(s); v) = ^b(s; «^) 

gesetzt wird ; denn durch Einführung der neuen Parameter können wir 
auch die ümkebrbarkeit der Gleichungen (126) erreichen. Wir erhalten 
daher die Gleichungen: 

(134) ga {g{y] S); v) = g^ (y; ^(c; v) 5 

dieselben sind zunächst bewiesen , so lange als die y^ in der Nähe von 
6a, die S(, in der Nähe von C5 und die Vi, in der Nähe von Null liegen. 
Nun ist aber die linke Seite jener Gleichungen auch definirt, wenn die 
y^ in der Nähe von h^} (lie ^b ^^^ ^b ^^ ^^^ Nähe von Null liegen 
und zwar durch die Fortsetzung obiger nach Potenzen der 5b — c^ fort- 
schreitenden Reihen; dasselbe gilt daher von der ihr jedesmal gleichen 
rechten Seite. Denn denkt man sich die Fortsetzung links und rechts 
für einen geeigneten Punkt 5b =» t^b ^^^ ursprünglichen Bereiches in 
in der Nähe von 5b = ^b gemacht so, dass die linke Seite über diesen 
Bereich hinaus convergirt, so gilt dasselbe von der rechten Seite, da 
die Goefficienten der einzelnen Potenzen der 5b — (?b ^uf der linken 
und rechten Seite unabhängig von den S\^ einander gleich sind. 

Es ist demnach durch die Gleichungen (128), (133) und (134) 
eine Gruppe charakterisirt, welche die identische Transformation ent- 
hält; denn aus (128) folgt sofort: 

(135) ^,(y;0)=/;(^;0) = ya. 

Wir erhalten daher jede Transformation der ursprünglichen Gruppe, 
wenn wir erst die Transformation (125) und dann eine Transformation: 

(136) y;=5f,(2/;w) 

der von uns behandelten Art von Gruppen ausführen. Was nun die 
Transformation (125) betrifft, so folgt aus (130) leicht, dass: 

(137) /•«(y) = Pa(y;c), 

dass diese Transformation also die analytische Fortsetzung einer Trans* 
formation der Gruppe (136) ist. Es ist also auch jede Transformation 
der ursprünglichen Gruppe eine analytische Fortsetzung einer Trans- 
formation dieser Gruppe. In der That ist: 

(138) ga{g{y\cy,v) '=^ga{y]t{C',v)) =fa{x]ll^{C',v))^fa(x\(p{0',v)) 

^fa{f{X',0)iv)=fa{y',v), 

oder : 

(139) faiyiv)^ga{y)Hc]v)). 

Diese Gleichung zeigt uns nun auch, wie die identische Transformation, 
welche eigentlich jede endliche Transformationsgruppe enthält, bei einer 
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bestimmten analytischen Darstellung derselben gewissermassen latent 
werden kann: Man führe in die Gruppe yd ^=' 9a(y '^ ^) durch die 
Gleichungen U{, = ^b(c; v) neue Parameter ein; geht ga{yj u) hierdurch 
in fa{y] v) über, so ist es sehr wohl möglich, dass diese nach Potenzen 
von Vb fortschreitenden Reihen nicht in denjenigen Punkt Vb = c^ 
fortsetzbar sind, welcher durch die Gleichungen tl^b{c\ c) «=» bestimmt 
ist. Ist dem wirklich so , so enthält die durch die Functionenelemente 
t/a' = /a(y; v) definirte Transformationsgruppe die identische Trans- 
formation nicht , sie kann aber durch Einführung geeigneter Parameter 
immer in eine solche mit der identischen Transformation übergeführt 
werden. Wir erhalten demnach das Resultat: 

Satz 8. Jede endliche Transformationsgruppe , welche im Bereiche 
der Fortsetzungen der sie deßnirenden Functionenelemente 
die identische Transformation nicht enthält, kann durch 
Einführung geeigneter Farameter in eine die identische 
Transformation enthaltende Gruppe übergeführt werden*) 
Hiermit ist auch die Berechtigung der von uns in § 5 gemachten 
Annahme nachgewiesen, dass jede Untergruppe die identische Trans- 
formation enthalte. 

Die Widmung dieser Schrift an die Sternwarte Pulkowa anlässlich 
des fünfzigjährigen Jubiläums derselben soll der Hoffnung Ausdruck 
geben, dass die Theorie der Transformationsgruppen, welche ihren 
Erfinder ^u einer vollständigen Reform der Integrationstheorien der 
Differentialgleichungen geführt hat, dereinst auch der Lehre von den 
Bewegungen der Himmelskörper zu Gute kommen möge. 

*) Vesgl. Transf. Theorem 26, S. 163. 



